
无穷远点很特殊吗？ 

华山派小 6 

1.引子 

在平面几何中，我们认为“平行直线不会相交”。这个观点在射影几何中得到了修正：

“平行直线相交于无穷远点”。无穷远点并不在我们通常理解的平面之内，而是在平面之外

的“无穷远处”。为了方便说明，这种点通常用来标记。因此在不同的几何学范畴内，上

面的两种结论并没有矛盾。  

        

平行直线在平面内不相交              平行直线相交于平面外的无穷远处 

 

对一般人来说，无穷远点的概念并不像普通的点那样容易接受。通常，我们只是直观上

想象这样的点处在极为遥远的“天涯尽头”。 正因为这种无穷远点给人某种模模糊糊、虚无

飘渺的不确定感，所以人们很容易产生疑惑：这样的点是否真实存在？答案是肯定的。事实

上，现代数学可以用几种不同的定义方式来理解无穷远点。这些定义都是彼此等价的。不过

它们的严格叙述都充满了技术味道，对初学者来说是相当枯燥的。我们并不打算详细介绍这

些技术性的数学定义。 

我们将通过一些直观的例子来帮助读者理解无穷远点, 并且希望能解释这样一个事实： 

无穷远点和普通的点的唯一区别仅仅是它所处的位置。 

这就好比，球面上南极点（北极点）其实和球面上其他的点并不存在差别。其实你可以任意

指定某个点是极点。当你把无穷远点当作普通的点看待后，很多问题都会变得清晰明朗起来。 

2.一个简单的例子：直线和无穷远点 

    我们首先考察最简单的情形：直线上的无穷远点。想象一下，有两个人背对背，从原点

出发分别沿着直线的两个方向行走，他们最终会相遇吗？直观上说，我们认为他们不会相遇，

相反是越离越远。这正好对应了成语“背道而驰”和“南辕北辙”的意思。 



 

但是如果我们把无穷远点也添加到直线里，情况就会变得不同：这两个人最终会在无穷

远处再次相聚。为了理解这一点，我们可以想象一下：把直线左右两端的无穷远处黏合起来，

这样直线就变成了圆圈。在圆圈上，两人从一开始的原点出发朝着不同方向走，很显然会在

圆圈上另一个点处再次碰头。我们可以把这一点记作。这一直观的事实也可以用成语“殊

途同归”来描述。 

 
为什么直线添上无穷远点后恰好就是圆圈？尽管直观上想像这件事并不困难，但要严格

地说明它，则需要一些数学上的技术手段。让我们在圆圈上的处放上一个电灯泡，灯泡

的光线会投射到上方的直线上。 

 

很显然，圆圈上除了外，每个点 P 在直线上都有唯一的投影点 'P ; 反过来，直线上任何



一个点 'P ,都有唯一的一条光线经过它，这条光线也穿过圆圈上唯一的点P 。这就是说，

直线上的点和圆圈上的点（除外）之间可以通过光线投影的方式一一对应起来。  

但是有一条光线很特殊, 那就是和直线平行的光线。这条特殊光线和直线没有交点。 一

个自然的想法是：我们再把直线外的无穷远点和圆圈上的点通过这条特殊光线对应起来。

换句话说，我们认为这条特殊光线其实是投影到了直线外的无穷远点处。通过这样的方式，

整个圆圈就能看作添加了无穷远点的直线。   

 
我们把这种通过光线投影来建立对应的方法称作“球极投影”；把添加了无穷远点进去

的直线称作“射影直线”。 上面的讨论换成这些花俏的名词，就是说：射影直线和圆圈在球

极投影下可看成相同的事物。  

无穷远点在射影直线上看，位置似乎很特殊，甚至有点难以想象清楚。但是当你把

射影直线当做圆圈看时，会立刻发现，其实和圆圈上其他点没啥不同。既然如此，我们

是否可以用圆圈上其他点替换呢？ 答案是肯定的。比如我们把电灯泡放在圆圈最东侧的

点 E 上： 

 

此时的投影和之前的有点差别。首先，点 E 此时也可以投影到直线上的普通点 'E  (通

过它的光线恰好和圆圈相切于 E )。其次， E 的对径点W 无法投影到直线上的普通点。这

是因为经过它的光线 EW 与直线平行，所以光线的投影点实际上是在直线外的无穷远处。 

除W 外，圆圈上每个点都可直线上的点一一对应；而W 则对应直线的无穷远点。 

上述例子告诉我们，每个点都可以在你的事先指定下成为射影直线上无穷远点（如果你

把射影直线看成圆圈的话）。因此它不具有特殊性。这有点类似于俗语“众生平等”的意思。 

3.举一反三：平面和无穷远点 

上面的例子很富有启发性。你也可以尝试在平面外添入无穷远点。 我们有两种不同的



添入无穷远点的方式，通过它们得到的扩充平面却是两类非常不同的几何物体。 

第一类方式就是类比直线情形：把直线替换成平面，圆圈替换成球面。我们把灯泡放在

球的北极点 N ，然后做光线投影。 

 
和直线情形类似，球面上除了 N 外每个点都唯一对应了平面上的一个点，反之亦然。

然后我们把 N 对应平面外的一个无穷远点。 用这种球极投影的方式，我们得到一个扩充

的平面，它是由原始的平面添上一个无穷远点得到的。 

另一方面，平面上的点又可以看成一个复数, 反之亦然， 因此有时我们也把平面看成

复数全体构成的集合, 也叫做复平面。这样，上面的扩充平面也相当于复数集合添上了一个

无穷远点。 如果你把复数想象成类似实数那样可以排成一条直线—形象上叫做“复直线”，

那么它添上后就像是一条扩充的直线，我们通常把它形象上叫做“复射影直线”。上面的

讨论相当于告诉你，复射影直线可以看成球面。因此也同样可以看到这样的无穷远点其实和

其他点完全一样，他们的差别仅在于位置的不同。你同样可以事先指定其他点作为无穷远点。 

第二种添加无穷远点的方式如下： 我们考虑经过原点的所有直线，每条直线外都对应

了一个无穷远点（上一节讨论过了）。这些无穷远点两两不同—因而我们得到无数多个无穷

远点—它们全部添入平面后，即得到扩充的平面。 我们通常将它称做射影平面。 

 

所有这些无穷远点其实构成了一个大圆圈—有时我们把它叫做无穷远直线（因为它也可

以利用上一节的方法看作一条射影直线）。如果你想象一下的话：这个大圆圈看上去就像是

普通平面外面扎的大篱笆。 



 

当然，这种想象是不严格的，但是它可以帮助我们体会射影平面的概念。 数学上有很

多不同的办法可以等价地描绘射影平面。比如一种办法是将下面的半球的截口上每一对对径

点粘合起来—这在现实中是做不到的。 

 

 不管你采用何种方式，你都会发现仍然很难清楚准确地将射影平面构造出来。这是为

什么呢？本质的原因在于，射影平面根本不是三维空间中的几何物体！也就是说它不能通过

三维空间的图像完整无误地显示出来。我们只有将它放在高维空间中，才能准确无误地搞清

楚其结构。这就需要一些数学上的手段了。  

尽管这多少有点让人失望，但我们可以通过投影的手段，把它压缩投影到三维空间中来

看。 这有点类似于拍照片，把三维的物体压缩到二维平面上看，虽然这么做会损失到一部

分信息。射影平面在三维中的一种投影图像如下： 

 
你可能同样会问：无穷远直线（也就是所有无穷远点的集合）是否很特殊呢？答案同样



是否定的。其实在射影平面中，任何一条射影直线都能被事先指定为无穷远直线。 这样一

来，平面外的无穷远点其实和普通点仍然没有什么特殊差别，仅仅是位置不同而已！当然，

要严格说清楚这些事并不是那么轻而易举。我们仍然需要借助数学手段才能做到。 

4.为什么我们需要无穷远点？ 

接下来的问题是：为什么我们要引入无穷远点呢？ 实际上，我们传统意义上研究的直

线、平面等等几何空间都是不完整的，添入无穷远点后，这些空间才变得完整无缺。无穷远

点本来就是空间的一部分，它和其他点除了位置不同外，没有什么不同。因此，如果我们人

为地不接受甚或遗弃它们，显然是不理智的。这样做甚至会给讨论带来很多人为的障碍--

只要想想复数的发展历史你就明白了。 

此外，有很多几何现象，在这些通常的空间中看似乎很不一样，甚或没有什么联系， 但

是当你把它们放在更大的背景舞台--射影空间--中看，就会发现，这些现象其实只不过是同

一事物在不同位置上的表现而已。 

举个最简单的例子：在平面几何中，我们讨论两条直线相交情况，需要人为地区分为“相

交”和“平行”。但是如果我们在射影平面中讨论这个问题，事情就很简单，我们会发现任

何两条直线都恰好交一个点。这个交点是不是无穷远点根本不重要，因为无穷远点和其他点

在射影平面中没什么差别。我们通常所认为的差别实际上是人为造成的不必要的思维枷锁。 

 

最后，我们再举一个例子来说明：引入无穷远点为什么是有用的。在平面几何中，我们

研究椭圆、双曲线和抛物线。通常的观点会认为这三者是很不一样的---在中学里我们也是

分别来讨论它们的。  

 

但是在射影平面中，你会惊讶地发现， 这三者其实是同一样东西！ 它们之所以在坐标

平面中显得不一样，只是因为它们和无穷远直线相处的位置不同（回顾上一节讨论，无穷远

直线就是平面外全体无穷远点构成的“篱笆”）。这可以从下面的示意图看出来： 



 

这个例子再一次印证了成语“盲人摸象”的道理。我们之所以看到三种不同的二次曲线

图像，仅仅是因为我们只看到了完整图像的一部分！ 

5.结束语 

这篇科普小品文曾作为我的“代数几何科普”系列文章贴在善科问答贴吧中，故当算作

旧文。此次重新修改了部分段落，比如增加了射影平面直观构造等等。  

科普当代数学的内容其实是件非常困难的工作。因为数学的发展是建立在一系列概念和

结论之上的，中间环环相扣，介绍起来往往是“牵一发而动全身”,为了讲清楚一个概念或

结论则常常要被迫引入更多概念与结论等。我们常见的数学科普作品，所介绍的内容通常都

是比较早期的经典数学。近代的数学思想和内容一般都很难向读者讲清楚。 当然也不乏一

些国外优秀的数学科普著作会介绍较前沿的数学，但相对来说这样的作品还是很少的。 


